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« Genau wie fur die ,normalen” Variablen aus der Deskriptivstatistik lassen sich auch fur

Zufallsvariablen Lage- und Streuungsmale definieren:

« Lagemalde zur Beschreibung von einer ,typischen® Realisation der ZV.

« Streuungsmale zur Beschreibung des Ausmaldes der Unterschiedlichkeit der
Realisationen.

« Wir werden die folgenden Malzahlen besprechen:

« als wichtigstes Lagemal} den Erwartungswert.

» als wichtigste Streuungsmale die Varianz und die Standardabweichung.
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Erwartungswert einer Zufallsvariablen
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Zur Erinnerung: In der Deskriptivstatistik haben wir als Lagemal den Mittelwert
kennengelernt.

Gegeben seien die Messwerte x4, x5, ..., x,,. Der Mittelwert ist definiert als

£

1
X =— Xi
n

=1
Eine aquivalente Definition ist:

m

X = zxj - h(x;)

j=1

Das heil}t, jeder Summand entspricht einer Messwertauspragung x; multipliziert mit der
relativen Haufigkeit h(x;) .

Wie konnte sich diese zweite Formel auf diskrete Zufallsvariablen X Ubertragen lassen?
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Losung: Gleiche Formel, aber
» statt Messwertauspragungen Realisationen

 statt relativen Haufigkeiten Wahrscheinlichkeiten

Der Erwartungswert E(X) einer diskreten ZV X ist also:

m

E(X) = ij - P(X = xj)

j=1

Der Erwartungswert E(X) einer diskreten Zufallsvariablen X entspricht somit der Summe
aller moglichen Realisationen jeweils multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit.

Falls eine Wahrscheinlichkeitsfunktion f von X gegeben ist, gilt fiUr den Erwartungswert
wegen f(x;) = P(X = x;):

m

E(X) = ij P(X=x)= > x-f(x)
=1

j=1 J
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Um den Erwartungswert fur stetige ZVs zu definieren, gehen wir von der Formel fur
diskrete ZVs aus, ersetzen aber

» die Summe durch ein Integral

« die Wahrscheinlichkeitsfunktion durch eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

Der Erwartungswert E(X) einer stetigen ZV X ist also:

+o00

E(X) = j x - f(x)dx

— 00
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« Der Erwartungswert E(X) einer Zufallsvariablen X ist eine konkrete Zahl.

« Er kann sowohl fur diskrete als auch fur stetige Zufallsvariablen wie folgt interpretiert

werden:;

« Der Erwartungswert E(X) einer Zufallsvariable X entspricht der durchschnittlichen
Realisation von X, wenn das X zugrundeliegende Zufallsexperiment unendlich oft

wiederholt wird.
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In einer Lostrommel befinden sich 10 Lose, darunter ein Gewinn zu 5 Euro und zwei
Gewinne zu je 2 Euro. Ein Los kostet 1 Euro.

Die Zufallsvariable X stehe fur den erzielten Gewinn bzw. Verlust.

Tx - {_1, 1,4‘} mlt X1 = _1, Xy = 1 Und X3 = 4.

Wahrscheinlichkeitsfunktion von X:

Xj f (%)
-1 0.7

0.2
4 0.1

Erwartungswert von X:

3

E(X) =ij () =-1-07+1-02+4-01=—-0.1

j=1

Interpretation?
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Seien X und Y und X, X5, ..

Zahl (eine Konstante). Dann gilt:

E(a) =a

EX+a)=EX)+a

E(a-X)=a-E(X)

EX+Y)=EX) +E()

., X,, diskrete oder stetige ZVs und a eine beliebige reelle
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« Bislang:

« Erwartungswert

o Jetzt:

« Varianz und Standardabweichung

# 11
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Varianz und Standardabweichung
einer Zufallsvariable
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Zur Erinnerung: In der Deskriptivstatistik haben wir als Streuungsmal} die empirische
Varianz kennengelernt.

Gegeben seien die Messwerte x4, x5, ..., x,,. Die empirische Varianz ist definiert als:

n
1 _
Sezmp = Ez(xl — X)*
=1

Eine aquivalente Definition ist:
m
2 _ =\ 2
Shmp = ) (5 = 0% h(x))
j=1

Das heildt, jeder Summand entspricht der quadratischen Abweichung einer Messwert-
auspragung x; vom arithmetischen Mittel X multipliziert mit der relativen Haufigkeit

Wie konnte sich dies auf diskrete Zufallsvariablen X Ubertragen lassen?
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« Losung: Gleiche Formel, aber

» statt Messwertauspragungen Realisationen

 statt relativen Haufigkeiten Wahrscheinlichkeiten

 statt Mittelwert Erwartungswert

* Die Varianz Var(X) einer diskreten ZV X ist also:

Var(X) = Z(’Cf ~E(X))? - P(X = x;)
j=1

« Falls eine Wahrscheinlichkeitsfunktion f von X gegeben ist, gilt fur die Varianz wegen

f(x) = P(X = x):

Var(X) = Z(xj —EX)*-P(X=x) = Z(xj —EX))? - f(x;)
j=1 j=1
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« Um die Varianz fur stetige ZVs zu definieren, gehen wir von der Formel fur diskrete ZVs
aus, ersetzen aber

» die Summe durch ein Integral

» die Wahrscheinlichkeitsfunktion durch eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

« Die Varianz Var(X) einer stetigen ZV X ist also:

Var(X) = j (x — E(X))2 - f(x)dx
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Die Standardabweichung SD(X) ist sowohl fUr diskrete als auch flr stetige ZVs
definiert als die Wurzel der Varianz:

SD(X) = {/Var(X)
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Die Varianz Var(X) und die Standardabweichung SD(X) einer Zufallsvariablen X sind
konkrete Zahlen.

« Sie konnen sowohl fur diskrete als auch fur stetige Zufallsvariablen wie folgt interpretiert
werden:

« Die Varianz Var(X) einer Zufallsvariable X entspricht der empirischen Varianz der
Realisationen von X, wenn das X zugrundeliegende Zufallsexperiment unendlich oft
wiederholt wird.

« Die Standardabweichung SD(X) einer Zufallsvariable X entspricht der empirischen
Standardabweichung der Realisationen von X, wenn das X zugrundeliegende
Zufallsexperiment unendlich oft wiederholt wird.

« Also: Genau wie bei empirischer Varianz und Standardabweichung nicht wirklich intuitiv.
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« Losbeispiel von Folie 9. Zur Erinnerung: E(X) = —0.1

2
X; x; — E(X) (xj — E(X)) f(x)
-1 -0.9 0.81 0.7

1.1 1.21 0.2
4 4.1 16.81 0.1

3
Var(X) = Z(xj —E(X)* f(x;)=081-0.7+1.21-0.2 + 16.81-0.1 = 2.49

J=1

SD(X) =+ Var(X) =+v2.49 = 1.58
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Sei X eine diskrete oder stetige ZV und a eine beliebige reelle Zahl. Dann gilt:

Var(X + a) = Var(X)
SD(X +a) = SD(X)
Var(a-X) = a? - Var(X)

SD(a-X) =a-SD(X)
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Neben dem Erwartungswert und der Varianz gibt es viele weitere MalRzahlen zur
Beschreibung von Zufallsvariablen.

Beispielsweise lassen sich auch Median, Modus und Interquartilsabstand von
Zufallsvariablen definieren. Diese werden wir hier aber nicht besprechen.

Aullerdem ist es moglich, fur zwei Zufallsvariablen X und Y Kovarianz und Korrelation

zu definieren, um deren Zusammenhang zu beschreiben. Damit werden wir uns im
Rahmen der Vorlesung Diagnostik | / Statistik Il beschaftigen.
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Bislang:

« Erwartungswert

« Varianz und Standardabweichung

Jetzt:

« z-Standardisierung von Zufallsvariablen
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z-Standardisierung von
Zufallsvariablen
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Zur Erinnerung: In der Deskriptivstatistik haben wir Variablen z-standardisiert, indem wir
von jedem Messwert den Mittelwert abgezogen haben und diese Differenz durch die

empirische Standardabweichung geteilt haben:

* Fur z-standardisierte Variablen qilt:
e 7=0

Sempz = 1.
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Auch Zufallsvariablen konnen z-standardisiert werden. Hierfur ziehen wir von der
Zufallsvariable X ihren Erwartungswert E(X) ab und teilen diese Differenz durch die

Standardabweichung SD(X) von X. Diese Transformation ergibt eine neue

z-standardisierte Zufallsvariable Z:

_X—-EX)
~ SD(X)

FUr z-standardisierte Zufallsvariablen Z gilt:

« EZ)=0
- SD(Z) =1.
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Bislang:

« Erwartungswert

« Varianz und Standardabweichung

« z-Standardisierung von Zufallsvariablen

Jetzt:

« Konkrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen
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Konkrete
Wahrscheinlichkeitsverteillungen
von Zufallsvariablen
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Zur Erinnerung: Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Py einer Zufallsvariablen X weist

jedem Ereignis Ay der Zufallsvariable eine Wahrscheinlichkeit Py (Ay) zu.

Wenn wir also eine konkrete Wahrscheinlichkeitsverteilung Py angeben wollen, mussen

wir fur jedes Ereignis Ay eine konkrete Wahrscheinlichkeit angeben.

Problem: Dies ist in den meisten Fallen extrem aufwendig bis unmoglich.

Losung: Charakterisierung von Py durch Angabe einer

 \Wahrscheinlichkeitsfunktion im Falle einer diskreten ZV X.

« Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion im Falle einer stetigen ZV X.

Dann konnen die Wahrscheinlichkeiten Py (Ay) aller Ereignisse Ay einfach mithilfe
dieser berechnet werden.
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« Wir werden daher konkrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen jeweils durch Angabe ihrer
Wahrscheinlichkeitsfunktion oder ihrer Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion definieren.

« Die folgenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden wir kennenlernen:

* Bernoulli-Verteilung
 Binomialverteilung
* Normalverteilung

» Fur alle diese Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden wir jeweils

* die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

« die Verteilungsfunktion

« den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung betrachten.
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Bernoulli-Verteilung

# 29
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Als Bernoulli-Variable bezeichnet man eine Zufallsvariable X, die sich nur in den
Werten x; = 0 und x, = 1 realisieren kann.

Eine Bernoulli-Variable ist also eine diskrete ZV mit Trager T,, = {0,1}.

Haufig wird die Realisation 1 als ,Erfolg” und die Realisation 0 als ,Misserfolg*

bezeichnet.

Beispiel 1: Beim Wurf eines sechsseitigen Wurfels wird den Augenzahlen 1, 2 und 3
durch die ZV X der Wert 1 und den Augenzahlen 4, 5 und 6 der Wert O zugeordnet.

Beispiel 2: Bei einer zufallig gewahlten Person wird durch die ZV X der

Merkmalsauspragung ,braune Augen” der Wert 1 und der Merkmalsauspragung
,andere Augenfarbe” der Wert 0 zugeordnet.
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Um die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer Bernoulli-Variablen anzugeben, mussen wir
die Wahrscheinlichkeiten aller Elementarereignisse angeben, also die
Wahrscheinlichkeit fur ,Erfolg” P(X = 1) und die Wahrscheinlichkeit fur ,Misserfolg*
P(X = 0).

Sei also P(X = 1) = m, wobei m ein beliebiger Wert zwischen 0 und 1 ist. Dann ist
PX=0)=1-PX=1)=1—m

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer Bernoulli-Variable dann:

MD=PX=0=1-n Hinweis:

f Das Symbol m steht

f)=PX=1)=nm hier NICHT fiir die
Zahl ,Pi“ ~ 3.14

Beziehungsweise etwas kompakter mit x; = 0und x, = 1:
fxj) =n*i(1—m)t% Hinweis: a® = 1 fiir beliebiges a

Die zu dieser Wahrscheinlichkeitsfunktion gehorende Wahrscheinlichkeitsverteilung
wird Bernoulli-Verteilung genannt.
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« Die konkrete Wahrscheinlichkeitsfunktion einer Bernoulli-Variable hangt davon ab,
welchem konkreten Wert r entspricht.

« Fur jeden konkreten Wert r ergibt sich eine andere Wahrscheinlichkeitsfunktion und
somit auch eine andere konkrete Bernoulli-Verteilung.

« Zum Beispiel:

« mw=0.2: f(xj) = 0.2% - 0.817%j

- w=0.5:f(x)=05%-05"% =05

- w=0.7:f(x;) =0.7%-03"%

* USw.
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Eine Grolde, deren Auspragung die konkrete Form der Wahrscheinlichkeitsverteilung
innerhalb einer Klasse von Wahrscheinlichkeitsverteilungen festlegt, nennt man

Parameter.

n ist der Parameter der Klasse der Bernoulli-Verteilungen.

folgt, schreiben wir: X ~ Be(m)

Wenn wir sagen wollen, dass eine ZV X einer Bernoulli-Verteilung mit Parameter
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« Graphische Darstellung der Wahrscheinlichkeitsfunktionen einiger ZVs mit Bernoulli-

Verteilung und unterschiedlichen Werten fur den Parameter r:

T=0.2

T=0.5

f(x;) = 0.2% - 0.8'7%i f(x) =05

075~ 075+ 0.75-
X 050- X 050- X 050~
0.25- 0‘25- . . 025» -
000~ - 0.00- 0.00-
0 i 0 i 0 i
X X %

« Interpretation m: Wahrscheinlichkeit dafur, dass sich die Bernoulli-Variable im Wert 1
realisiert, also Wahrscheinlichkeit fur ,Erfolg"“.

T=0.7

f(x;) =0.7% - 0.3

# 34
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« Zur Erinnerung: Bei diskreten Zufallsvariablen besteht folgender Zusammenhang

zwischen der Wahrscheinlichkeitsfunktion und der Verteilungsfunktion:

k
FOa) = ) f(x)
j=1




Lehrstuhl fir Psychologische
Methodenlehre und Diagnostik
der Ludwig-Maximilians-
Universitat MUnchen

Verteilungsfunktion |l

Vorlesung
Statistische
Methoden |
WS 25/26

« FUr ZVs mit Bernoulli-Verteilung ist die Verteilungsfunktion also:

k

k
FOo) = ) f(xg) = ) m¥(1-mi™
=

J=1

 Einsetzenvonx; =0undx, =1

F() = FO) = ) f(g) = fe) + fx) =m+ (1 —m) =1
j=1

1
F(0) = Fix) = ) i) = f) =17
j=1
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n=02 =05 n=07
1.00 -
0.75~
=
0.50~ %
- -
m
—
£
—

1.00~

0.75~

0.50~

0.00- ' ' . ' ' .
0 1 0 1 0 1

Xj
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Der Erwartungswert einer ZV mit Bernoulli-Verteilung mit Parameter = kann leicht

berechnet werden:

m

E(X)=ij-f(xj)=x1-f(x1)+x2-f(x2)=O-(1—n)+1-n=7t

j=1

Daraus folgt fur die Varianz:

m

Var(X) = Z(xj — E(X))2 -f(xj) =0-m)?- 1-m+(1-n)? =

J=1

=m?-md+n-2m?+nmd=n(l—-m)

Die Standardabweichung ist somit:

SD(X) =+/Var(X) = n(1 —m)
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T=0.2

T=0.5

f(x;) = 0.2% - 0.8'7%i f(x) =05

0.75- 0.75-
= =
X 050~ X 050-
0.25- 0.25-
0.00- - 0.00-
0 1 0 1
X %

EX)=m=0.2 E(X)=0.5
Var(X) =n(1—m) = 0.16 Var(X) = 0.25
SD(X) =+ Var(X) =04 SD(X) =0.5

1(x)

025- -
0.00-
0
Xj

T=0.7

f(x;) =0.7% - 0.3

E(X)=0.7
Var(X) = 0.21

SD(X) ~ 0.46

« Weitere Interpretation von w (neben = = P(X = 1)): Erwartungswert von X
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Binomialverteilung
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« Zunachst einige Vorbereitungen:

* Binomialkoeffizient

« Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

« Summen von unabhangigen Bernoulli-Variablen
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* Definition der Fakultat einer naturlichen Zahl n € N ;

* Unter der Fakultat n! versteht man das Produkt der ganzen Zahlen von 1 bis n:

n=1-2---

oon

 Per Definitionist 0! = 1

« Beispiele:

3'1=1-2-3=6
5!=1:2-3-4-5=120
10!=1-2-3-4-5- ... -10 = 3628800
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 Definition des Binomialkoeffizienten fur n,k € N und n > k:

« Der Ausdruck (n) ™ __  heiRt Binomialkoeffizient

« Beispiele:

Hinweis:

Der Binomialkoeffizient Iasst sich mit (fast) jedem Taschenrechner berechnen.

k)~ k!(n—k)!

=10

(5)_ 5! _ 120 120
2/ 21(5=2) 21-31 12

3! 6
(3)201(3—0)12821
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Die genaue Definition der Unabhangigkeit von Zufallsvariablen ist etwas schwierig und
fUr uns nur selten praktisch relevant.

Wir begnugen uns daher mit einer intuitiven Definition:

Zwei Zufallsvariablen X und Y sind unabhangig, falls die Realisation der ZV X keine

Auswirkungen darauf hat, wie sich die ZV Y realisiert und umgekehrt.

Fur zwei unabhangige Zufallsvariablen X und Y gibt es eine weitere Varianz-

Rechenregel:

Var(X+Y) =Var(X) + Var(Y)

Allgemein gilt fur n unabhangige Zufallsvariablen X;, X5, ..., X, :

Var (i Xl-> = Zn: Var(X;)
1 i=1

i=
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Die Ereignisse 4,4, ..., 4,, sind unabhangig, wenn gilt:

P(Al N "'nAn) — P(Al) v 'P(An)
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Unabhangigkeit von diskreten Zufallsvariablen:

Die diskreten Zufallsvariablen X3, ..., X,, sind unabhangig, wenn fur beliebige
Realisationen x4, ..., x,, aus den jeweiligen Tragern der Zufallsvariablen gilt:

P(Xy = x4, .., X = xp) = P(Xy = x1) + =+ - P(Xp, = xp)

Unabhangigkeit von stetigen Zufallsvariablen:

Die stetigen Zufallsvariablen X3, ..., X;, sind unabhangig, wenn fur beliebige
Realisationen x4, ..., x,, aus den jeweiligen Tragern der Zufallsvariablen gilt:

P(Xl < X1, ., Xp xn) — P(Xl = xl) s 'P(Xn < xn)

Hinweis:

Die Schreibweise P(X; = x;,X, = x,) bezeichnet die gemeinsame
Wahrscheinlichkeit, dass die ZV X; den Wert x; annimmt und

gleichzeitig die ZV X, den Wert x, annimmt.
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« Wir betrachten n unabhangige Bernoulli-Variablen X;, X5, ..., X;, mit

furallei=1, 2,

Xi ~ BQ(T[)

..., n

« Das heildt, alle n Bernoulli-Variablen sind unabhangig und folgen jeweils einer Bernoulli-
Verteilung mit demselben Parameter .

« Beispiel:

« Zufallsexperiment: Eine Munze wird n-mal unabhangig voneinander geworfen.

« X, gibt jeweils an, ob beim i-ten Wurf Kopf oder Zahl oben landet:

Y. = 0 falls Zahl bei Wurf i oben landet
™| 1 falls Kopf bei Wurf i oben landet
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Die Summe dieser n Bernoulli-Variablen
n
X = Z Xi
i=1

ist wieder eine Zufallsvariable.

Da die einzelnen Bernoulli-Variablen X; sich jeweils nur in den Werten 0 und 1
realisieren konnen, steht die ZV X fur die Anzahl der Bernoulli-Variablen, die sich in dem
Wert 1 realisiert haben, d.h. fur die ,Anzahl der Erfolge“.

Im MUnzwurf-Beispiel steht X fur die Anzahl Kopf bei n Munzwurfen.
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X kann ganzzahlige Werte zwischen 0 (,kein Erfolg“) und n (,n Erfolge®) annehmen, je
nachdem wie viele der n einzelnen Bernoulli-Variablen sich in dem Wert 1 realisieren.

Der Trager von Xist also Ty = {0, 1, 2, ..., n} und X ist somit eine diskrete ZV.

Man kann beweisen, dass X die Wahrscheinlichkeitsfunktion

n
f(xj) = ( >T[xj(1 — )"
Xj
besitzt, wobei x; =0, x, =1, ..., x,,, = n ist.

Dies ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Binomialverteilung.
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« Eine Zufallsvariable X folgt einer Binomialverteilung, falls ihr Trager Ty, = {0,1, 2, ..., n}
ist, und ihre Wahrscheinlichkeitsfunktion die Form

f(xj) = (;j) (1 — )"

aufweist, wobeix; =0, x, =1, ..., x,,, = nist.

« Die Binomialverteilung hat zwei Parameter:

e né€eN.
« mwe|[0,1]

« Wenn wir sagen wollen, dass eine ZV X einer Binomialverteilung mit Parametern n und
n folgt, schreiben wir: X ~ B(n, m)
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Konkrete Beispiele fur unterschiedliche Werte der Parameter n und :

e n=10und 7 = 0.2:

n

)= (

Xj

e n=10und 7 = 0.5;

<n> (1 — )" ¥ = (10) 0.5%(1—0.5)"7% = (10> 0.519
Xj Xj Xj

flx) =

e n=10und

) = (

n
Xj

T =0.7:

10 10
)nxf(l —m)" N = (x >0.7x1'(1 —0.7)7™i = (
j

Xj

i (1—m)" = 10 0.2%(1—0.2)17% = 10 0.2%j . 0.810-%;
xj x]'

) 0.7%i . 0.3107%j
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- Beispiel fir die Berechnung der Funktionswerte f(x;) firn =3 und 7 = 0.5:

f( )=f( )=(3)0.5 (1—0.5)3_ =1-0.52.0.53=0.125
3

£ = £( )=( )o.s (1—05)*"=3.05-052 = 0.375
3

f( )=f( )=( )0.5 (1—0.5)3_ =3-.0.5%2-0.51 =0.375
3

f( )=f( )=( )0.5 (1—0.5)3_ =1-0.5%:-0.5%=0.125

f() = (")n (1—m)




Lehrstuhl fir Psychologische
Methodenlehre und Diagnostik
der Ludwig-Maximilians-
Universitat MUnchen

Wahrscheinlichkeitsfunktion 1V

Vorlesung
Statistische
Methoden |
WS 25/26

Graphische Darstellung der Wahrscheinlichkeitsfunktionen einiger ZVs mit
Binomialverteilung mit n = 10 und unterschiedlichen Werten fur den Parameter =:

n=10 n=10
T=0.2 T=0.5
f() = (1()) RO Fg) = <10> Nl
Xj A

f(x;)

0.25- II
0_00_. I.-_
0 1 H 3 4 5 6 7
Xj

f(x)
f(x)

0‘25- I
0 i 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xj

n=10
T=0.7
f(x) = (10) 0.7% - 0.3107%;
Xj

i A T T
X

Interpretation n: Anzahl der zugrundeliegenden Bernoulli-Variablen X;.

Interpretation m: Wahrscheinlichkeit fur Erfolg der zugrundeliegenden Bernoulli-

Variablen X;.
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« Zur Erinnerung: Bei einer diskreten Zufallsvariable X gilt fur die Verteilungsfunktion:

« Die Verteilungsfunktion einer binomialverteilten Zufallsvariable X ist somit:

k
F(xp) = P(X < x;) = zf (%)
j=1

k
Fea) = ) f()
j=1

DI
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| n=10 n=10 | n=10
m=0.2 m=0.5 w=0.7

0.00-

8 9 10 0
M

m. I I Ms_ 025- I

U_m,_. I.—_ _-.III.-_ w0 _-.I I.-
P S S S L S S S A I S S S

1.00-

0 1
G Xj
1.00-
0.75- 075- 0.75-
.50~ X 0.50- X' 0.50-
.. I 0.25. I 025. I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1.00-

0
Xj

3

F(x)
F(xl)

F(x)

o
N
o

8 9 10
Xj

0 1
Xj

X

95
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« Der Erwartungswert der binomialverteilten Zufallsvariable X ergibt sich aus den

Erwartungswerten der einzelnen Bernoulli-Variablen X; :

EX) = E(Zn:xl) = zn:E(Xi) = zn:n = nm
1 i=1 1

« Die Varianz ergibt sich aus den Varianzen der einzelnen Bernoulli-Variablen X; und
deren Unabhangigkeit:

Var(X) = Var( Xl-> = Var(X;))= ) m(1—n) =nn(1 —m)

n

« Standardabweichung:

SD(X) =+/Var(X) = \/nn(l — 1)
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n=10 n=10 n=10
T=0.2 T=0.5 T=0.7

f(x)
1(x)

f(x)

0.25-
0.25- 0.25-
00 —L —— 001 _ — _—
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xj 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X X

E(X)=nn=2

E(X)=5 EX)=7
Var(X) = TlT[(l - 7T) =1.6 Var(X) =25 Var(X) =21
SD(X) = Var(X) =~ 1.26 SD(X) = 1.58

SD(X) = 1.45
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Zufallsexperiment: Faire Mlinze wird zehn Mal geworfen.
Die Zufallsvariable X steht fur die Anzahl Kopf.

X folgt somit einer Binomialverteilung mit Parametern n =10 und = = 0.5:

X ~B(10,0.5)

Der Erwartungswert von Xist E(X) = 5.

Interpretation: Wurden wir unendlich oft zehn faire Mlinzen werfen, wurde im
Durchschnitt 5 mal Kopf oben landen.
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 Die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X ist

) = (

n
Xj

)nxf(l — )" ¥ = <1O) 0.510
Xj

« Damit konnen wir die Wahrscheinlichkeiten fur alle moglichen Ereignisse berechnen.

« Zum Beispiel:

* Ay, ,Sieben mal Kopf*:

PX(AXl) = f(7) = (1

0
510 ~ 0.12
7)05 0

* Ay, ,zwei oder funf mal Kopf*:

Py(Ax2) = f(2) + f(5) = (120) 0.510 + (10

510 ~ 0.2
5)05 0.29

* Ays ,mindestens acht mal Kopf*:

Py(Axs) = £(8) + f(9) + f(10) = (180) 0510 4 (

10

10
10 10
9 ) 0.5°% + (10) 0.5 0.05
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Normalverteilung
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Eine stetige Zufallsvariable X folgt einer Normalverteilung, falls ihr Trager aus den
gesamten reellen Zahlen besteht, also Ty = R ist, und ihre Wahrscheinlichkeitsdichte die

Form

) = e (_1 M)

2102 2 o?

hat, wobei r hier fur die Zahl ,Pi“ (= 3.14) steht.

* Die Normalverteilung hat zwei Parameter:
e u€eR
« o2€eR;

« Wenn wir sagen wollen, dass eine ZV X einer Normalverteilung mit Parametern y und
a? folgt, schreiben wir: X ~ N(u, 0?)
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« Konkrete Beispiele fir unterschiedliche Werte der Parameter u und o2:

e u=1undo?=1:

SRR R I S N I A
- \2mo? P\72 o* V2m-1 P\72 1 N P 2
e u=0undo?=1:

f(x) = . exp<_1.(x_“)2>— 1.

210 2 o*

I
)
S
—
o
=
=
I
N =
—
=
|
o
\—r
N
N——
|
ﬁ,_x
S
Q
b
=
I
N|><N
N———

e u=0undo?=2:

o G35 e ) el
flx) = Znazexp 2 o’ V2m -2 2 2 —\/Eexp 4

I
®
=

=
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- Beispiel fiir die Berechnung einiger Funktionswerte f(x) fir u = 0und 0% = 1:

1 1 (r—w?\ 1 2
f(x) = r—zﬂ(jZeXP(—E' 2 >—\/T—ﬂexp<—7>

1
= ——exp(—2) = 0.05

_ 1 (e
1= gmen(-)

V2m
1 2 1 1
f(0) = Eexp <—7> =Eexp(0) :\/T_n ~ 0.40

1

_ ! 2 _ ! ~ 0.24
0= )
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« Graphische Darstellung der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen einiger ZVs mit
Normalverteilung und unterschiedlichen Werten fiir die Parameter u und o2:

pu=1lundcg?=1 u=0undo?=1 u=0undoc? =2
| 1 (x—1)2 | 1 x2 1 x2
f&x) = Nl <— > > f(x) = i <— 7) fx) = i <— T)

0.25-
oo, /_\
5.0 2.5 0.0 25 5'0
X

« Der Parameter u bestimmt, an welcher Stelle der x-Achse sich das Maximum der
Dichtefunktion befindet.

« Der Parameter o2 legt die ,Breite” der Dichtefunktion fest.
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Wichtige Eigenschaften der Normalverteilung:

lhre Dichtefunktion f(x) hat ihr Maximum an der Stelle x = u .

lhre Dichtefunktion f(x) ist symmetrisch um u, d.h. f(u +¢) = f(u — ¢) fur alle

c € R. Hieraus folgt unter anderem auch:

e PX<u—-c)=PX=u+c
« PX<u) =05

lhre Dichtefunktion hat eine ,Glockenform®. Je weiter x von u entfernt ist, desto kleiner
ist die Dichte f(x).
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« Zur Erinnerung: Bei einer stetigen Zufallsvariable X gilt fur die Verteilungsfunktion:

F(x)=PX <x)=

jx f)dy

« Die Verteilungsfunktion einer normalverteilten Zufallsvariable X ist somit:

1 (Y—M)2>dy

X
1
P = | e (‘E =
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u=1und g?

f(x)

0.
0.
0.

Fx)

50- Eos0-
00~ 0.00-
-50 25 0o 255 50 -50 25 00 255 50
x x
1.00- 1.00-
075- 0.75-
J X 050-
050 Zoso
0.25- 0.25-
0.00- 0.00-
-50 25 00 25 50 -50 25 00 2’5 50
x x

f(x)

F(x)

u=0undg?=2

0.0
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Der Erwartungswert einer normalverteilten Zufallsvariable X kann aus der allgemeinen
Formel fur stetige ZVs berechnet werden (sehr aufwendig):

' i 1 1 (x —p)?
E(X) = j x - f(x)dx = J x-mexp<—§-(xazﬁ) )dxz...:”
Ebenso die Varianz:
i i 1 1 (x —p)?
Var(X):_[o (x—E(X))Z-f(x)dxz_lo (x_“)z'mexlg(_é'(xaz#) >=---=02

Als Standardabweichung ergibt sich

SD(X) =/Var(X) =% =0
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« Die Parameter u und o2 entsprechen somit dem Erwartungswert und der Varianz der
normalverteilten Zufallsvariable X.

« Hinweis:

« Die Schreibweise X ~ N(u, 0%) bedeutet implizit eigentlich
X ~ N(E(X),Var(X)) wobei hier E(X) = u und Var(X) = o2 gilt.

« Sprachlich: ,Die Zufallsvariable X ist normalverteilt mit Erwartungswert u und

Varianz o2.“

« Spater werden wir kombinierte Zufallsvariablen betrachten, die auch normalverteilt
sind, deren Erwartungswert und Varianz sich aber teilweise aus mehreren Groflien

zusammensetzen.
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f(x)

pu=1undo? =1 u=0undo?=1

1 —
f) = =ex (— .

EX)=u=1

Var(X) =% =1

1)? 1 2
) ) f) = =ex <— %)

f(x)

EX)=0

Var(X) =1

SD(X) = JVar(X) =1 SD(X) =1

u=0undoc? =2

f(x)

EX)=0
Var(X) = 2

SD(X) =2 ~ 1.41
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« Die Normalverteilung mit den Parameterwerten u = 0 und o = 1 hat einen eigenen
Namen: Sie wird Standardnormalverteilung genannt.

« Der Erwartungswert einer standardnormalverteilten ZV X ist also E(X) = u = 0 und die
Varianz ist Var(X) = 6% = 1 (und damit auch SD(X) =0 = 1)

« Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Standardnormalverteilung:

1.00-

@ = e (-Z)
fx —mexp >

0.25-

0.00-
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Wendet man die z-Standardisierung auf eine beliebige normalverteilte Zufallsvariable X
mit Parametern p und ¢? an, ergibt sich eine neue Zufallsvariable Z:

X-EX) X-u
- SD(X) o

Diese neue Zufallsvariable Z folgt einer Standardnormalverteilung:
Z~N(0,1)
« dass E(Z) = 0und Var(Z) = 1 ist, ergibt sich direkt aus der z-Standardisierung.

» dass Z einer Normalverteilung folgt, ist etwas schwieriger zu beweisen.

Dies bedeutet, dass jede normalverteilte Zufallsvariable X durch z-Standardisierung in
eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Z uberfihrt werden kann.

Dies ist eine sehr wichtige Eigenschaft von normalverteilten Zufallsvariablen, auf die wir
in der Inferenzstatistik sehr haufig zurtckgreifen werden.
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« Bislang:
« Erwartungswert
« Varianz und Standardabweichung
« z-Standardisierung von Zufallsvariablen

« Konkrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

o Jetzt:
« Zusammenfassung
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« Zufallsvariablen konnen wie andere Variablen mit Mal3zahlen beschrieben werden.

« Analog zum arithmetischen Mittel ist der Erwartungswert E (X) ein Mal} der zentralen
Tendenz.

« Analog zur empirischen Varianz/Standardabweichung ist die Varianz Var(X) bzw.
Standardabweichung SD(X) ein Mal} der Unterschiedlichkeit (Streuung).

« Zufallsvariablen konnen wie andere Variablen standardisiert werden um eine neue ZV mit
bekanntem Erwartungswert und bekannter Varianz zu erhalten.

« F0r praktische Fragestellungen sind folgende konkrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen in
Zukunft far uns nuatzlich:

Verteilung | Parameter | Trager Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. 140.¢) Var(X)
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

Bernoulli me€ Ty = {0,1} f(x]) =n%(1—m) ™% (1l —m)
Binomial EN Ty ={0,1, ... . e (1—m)
re 0,1 fx;) = ( ) i1 = m)"% B

0-2 € ]:R+ f(x) = 2 0_2

Normal u€R Ty = R 1 < 1 (x - w)? > u o
exp —
2102



